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1 L’esponenziale con un cambio di coordinate

Proposizione — Esponenziale e cambio di coordinate

e Se A=TAT, con T invertibile,
o — i
e Se A= diag(Ay, ..., A,,) é diagonale a blocchi,

Aqt
9 o

| eAnt).

et = diag (e

1. Dal Capitolo 3, e = T e4* T—1: si moltiplica a sinistra per T~! e a destra per
T.

2. Ogni potenza di una matrice diagonale a blocchi é diagonale a blocchi, con
le potenze dei blocchi: A* = diag(A¥, ..., A¥). La serie si somma blocco per
blocco, come nel caso diagonale del Capitolo 2.

g

L’esponenziale compare in ®, H, ¥ e W (Capitolo 3): calcolato e, si hanno I’evoluzione
libera e la forzata. Con la serie il calcolo é pesante; si procede cosi:

1. si sceglie T~ con una base di autovettori di A per colonne; se non bastano, con gli
autovettori generalizzati (Sezione 3), e per gli autovalori complessi con le parti reale
e immaginaria v, v, (Sezione 4);

2. A = TAT! & diagonale (Sezione 2) oppure diagonale a blocchi, con blocchi di
Jordan (Sezione 3) o blocchi reali 2 x 2 per gli autovalori complessi (Sezione 4): se
ne calcola I’esponenziale blocco per blocco;

3. si torna alle coordinate di partenza con et = T—leA! T

2 Autovalori reali: autovettori sinistri e forma spettrale

Definizione — Autovettore sinistro

Un vettore w # 0 € un autovettore sinistro di A associato all’autovalore \ se
wrA= A w',

cioé wT(A — M) = 0". Gli autovettori v del Capitolo 2, con Av = v, si dicono

destri.
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Nota — Notazione del libro

Il libro chiama w; gli autovettori destri e v i sinistri, scritti come righe; qui sono v;

e w, , come nel Capitolo 2.

Proposizione — Le righe di T’

Sia A diagonalizzabile con autovalori reali Ay,..., A\, e Tt = (v; -+ v,), con v
autovettore destro di \;. Le righe w{,... w! di T:

e sono autovettori sinistri:
T4 _ T,
w, A= \w;;

e formano con i v; una base duale:

T o o T . .
wy vy =1 884 =4, w; v; =0 sei #j.

\

La dimostrazione é I’Esercizio 1.

Osservazione — Normalizzazione

e Invertendo 77! le righe di T soddisfano gia tutta la base duale: non resta nulla
da scegliere. E la strada sempre valida.

e Se )\; é semplice, autovettore destro e sinistro sono definiti a meno di una

costante. Si puo allora calcolare w; da w'(A — \;I) = 07 e fissare la costante

T

con w; v; = 1; gli altri prodotti w; v; sono nulli da soli.

T

%

v; = 1 non basta: con A =1, v; = ey,
T T

e Se \; ¢ ripetuto, la sola condizione w

Uy = €9, la riga (1 1) ¢ un autovettore sinistro con w'v; = 1, ma w'wvy = 1.

Si impone tutta la dualita o si inverte 7.

Definizione — Residui

| r

Il residuo associato a \; & la matrice n X n
-
R =vw;,

prodotto di una colonna per una riga. Ha rango 1: la colonna j ¢ v; moltiplicato per
I'elemento j di w, .

Da non confondere con w; v; = 1, che ¢ uno scalare.

[\
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Teorema — Forma spettrale dell’esponenziale

Se A é diagonalizzabile con autovalori reali Ay, ..., \,, autovettori destri v; e sinistri

w; come nella proposizione sopra,

eAt _ Z e)\it Vi w;l' _ Z e)\it R,
i=1 i=1
Per t = 0, e derivando in t = 0 (A = ®(0), Capitolo 3):

i=1 i=1

1. Con A = TAT™! = diag(Ai, - - -, An), et = diag(eM?, ..., eMt) (Capitolo 2) ed
eAt — -1 At

2. La matrice diagonale, a destra, moltiplica ogni colonna di T—! per il proprio
esponenziale: T~ et = (eMly; - ePrly,).

3. Il prodotto di una matrice scritta per colonne per una scritta per righe ¢ la

somma dei prodotti colonna per riga:

-
Wy

n

(6’\1%1 e’\”tvn) : = E ety w;-r.
T =1

wn

O

Si chiama spettrale perché usa tutti gli autovalori, lo spettro di A. Bastano autovalori,
autovettori destri e I'inversa T il prodotto T~ 'e4* T non serve.

Osservazione — Il risultato non dipende dalle scelte

e Moltiplicando v; per k # 0, la riga w; di T si divide per k: R; non cambia.

e Cambiando l'ordine degli autovalori si scambiano i termini della somma.
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Esempio — Massa-molla-smorzatore con M =1,b=3, K =2

1 1 -1 -1
he v1:<—2>; S UQ:(*); T:(2 1>'

Le righe di T sono w] = (—1 —1) e wg = (2 1), e

I due residui sommano a I. I calcoli sono nell’Esercizio 2.

3 Autovalori multipli e forma di Jordan

Definizione — Molteplicita algebrica e geometrica

Per un autovalore A; di A:

e la molteplicita algebrica p; € la sua molteplicita come radice del polinomio
caratteristico det(A] — A);

e la molteplicita geometrica ¢ la caduta di rango n — rk(A — \;I): il numero
di autovettori indipendenti associati a ;.

\

Per il Capitolo 2, A é diagonalizzabile se e solo se le due molteplicita coincidono per ogni
autovalore. Un autovalore semplice ha caduta di rango 1: con n autovalori distinti A é
sempre diagonalizzabile.

Il massa-molla-smorzatore con b*> = 4M K (Capitolo 1) ha un autovalore reale doppio A e

non ¢ diagonalizzabile: in forma compagna la prima riga di A— A é [ =\ 1), mai nulla,
quindi il rango € 1 e ¢’¢ un solo autovettore.
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Esempio — Stessi autovalori, comportamento diverso

Le matrici triangolari
-2 10 -2 11
Ai=10 10], A=[0 11
0 01 0 01
hanno gli stessi autovalori: A\; = —2, semplice, con autovettore v; = (é) per
entrambe, e A =1 con p = 2.
Ay Ay
A1 (§'90) (§'a1)
000 000
caduta di rango 2 1
autovettori di A =1 02:(§>,v3— (é) solo vy = <é)
diagonalizzabile si no

Osservazione — Autovalore ripetuto con A; diagonalizzabile

e Ogni vettore non nullo del piano di v, e v3 & autovettore di A = 1: i due vettori
della base si scelgono liberamente, purché indipendenti.

e ConT7! = (v; vy v3), TAT™! = diag(—2,1,1). Nella forma spettrale i residui
di A = 1 hanno la stessa legge € e si sommano:

1
eMt=e2|0 0
0 0

Wl

+ €

e e O

o O O

O = Wi
(@)

La matrice di ¢! ha rango 2, la molteplicita di A = 1: due leggi temporali, ma
tre autovettori.

\

Definizione — Autovettore generalizzato

Se A ha molteplicita algebrica 2 ma un solo autovettore v, un autovettore

generalizzato ¢ un vettore v, tale che
(A= M)v, =w.

I due vettori formano una catena.
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Proposizione — Blocco di Jordan

Con v e v, in due colonne consecutive di 77!, in quest’ordine, sulla diagonale di
TAT~' compare il blocco di Jordan

()

Av = X\ e Avy = v + Ayg; in forma matriciale A (v v,) = (v vy)J. Da AT! =
T-YTAT™"), le colonne di TAT ! nelle posizioni di v e v, sono quelle di J. O

Esempio — La catena di A,

Per A = 1 l'autovettore & vy = (é) Da (As — I)vy = vy, cioé —3a+b+c=1e

¢c=3,cona=1sihauvy= i) Con T7' = (vy vy v3):
1 11 1 9 -3 -2 -2 0 0
T'=1(0 3 1], T=5l0 3 -1}, TAT ' =10 11
0 0 3 0 0 3 0 0 1

un blocco 1 x 1 per —2 e un blocco di Jordan per 1.

Proposizione — Esponenziale del blocco di Jordan

1t
Jt At .
e =e (0 1) :

compare la legge temporale t e,

accanto a e

1. Per induzione J* = (’\Ok ’“A;k_l ): moltiplicando per J, ’elemento in alto a destra

diventa A* + kX* = (k + 1)\F.

2. Nella serie gli elementi diagonali danno e, quello in alto a destra

f: k}\k_ltk . co ()\t)k—l B
K (k—1)!

k=1 k=1

D
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Per A = 0 la serie si ferma: e’ = I + Jt e resta la sola legge t. Per Ay, eAt =

diag(e™, e'(§1)): in e?2' = T~1eM T compaiono le leggi e, €' e te'.

4 Autovalori complessi coniugati

Proposizione — Blocco reale di una coppia complessa

Sia A = a + jw, con w > 0, un autovalore di A con autovettore v = v, + j vy, dove
v, € vy sono reali; il coniugato a — jw ha autovettore v, — jv,. Con v, e vy in due
colonne consecutive di 7!, in quest’ordine, sulla diagonale di TAT~! compare il

[£2)

1. Si sviluppa (A — A )(vy + jv) = 0 con j2 = —1 e si separano parte reale e

blocco reale

parte immaginaria, entrambe nulle:
(A—al)v, +wv, =0, (A—al)v, —wuv, = 0.

2. Quindi Av, = av, — wv, € Avy = wu, + avy, cioé

A(vg ) = (va vp) ( “ w) .

—W «

g

Con i due autovettori complessi come colonne, TAT ! = diag(a+ jw, a—jw) ¢ diagonale,

ma complessa, e il cambio di coordinate & complesso. I vettori reali v, = % e v, = 5,

con v = v, — jup, generano lo stesso piano: si rinuncia alla forma diagonale per avere
coordinate e matrice reali.

Proposizione — Calcolare v, e v, senza numeri complessi

Si scrive 'uguaglianza della dimostrazione con le incognite reali v, e vy:

A vy vp) = (va vp) ( “ w) .

—W «@

Sono 2n equazioni lineari reali; per una coppia semplice hanno due gradi di liberta,
come la costante complessa che fissa v: si riduce il sistema, si scelgono i due parametri
liberi e si ricavano le altre incognite. Ogni soluzione non nulla da un autovettore
v =1, +Jjup di @+ jw, e1i conti con j non servono.
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Proposizione — Esponenziale del blocco reale

a w ot [ COswt  sinwt
exp t] =e . .
—Ww o —sinwt coswt

Siano A il blocco e ®(t) la matrice a destra. ®(0) = I e, derivando,

. —sinwt  coswt ~
b(t) = a (t ol — Ad(t).
(t) = a®(t) +we (—coswt —sinwt (®)

Ogni colonna di @ risolve # = Az con condizione iniziale la colonna corrispondente

di I; per il Capitolo 2 quella soluzione ¢ la colonna di e, quindi O(t) = et In

alternativa si parte dalla forma diagonale complessa, diag(e(a+j“)t,e(°‘_jw)t), e si

torna a v,, vy con et = coswt + j sin wt. O

Teorema — Forma spettrale con una coppia complessa

Sia A € R?*% con autovalori a + jw, T7! = (v, wv) e w), w] le righe di T'. Allora

oAt — ot [cos wt (vaw, + vywy ) + sinwt (vawy — vbwg)}

1. T~ e ha colonne e®(coswt v, — sinwt vp) ed e*(sin wt v, + cos wt vy).

2. Colonna per riga con w] e wy], come nella forma spettrale:

et = e [(coswt v, — sinwtvy) wy + (sinwt v, + coswt vy) wy |;

si raccolgono i termini in coswt e in sin wt.

g

Per ricordarla: il coseno moltiplica i prodotti con la stessa lettera, sommati; il seno quelli
con le lettere scambiate, con il meno davanti a vyw, .
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Esempio — Massa-molla-smorzatore con M =1, b=4, K =5

A 0 1
-5 —4
A=—2+jlaprimarigadi (A—A)v=0¢(2—j)a+b=0;cona=1

() () ) )

Conw;'—:(l O)ewl;r:(2 1):TAT_1=(Z%_IQ),vawI+vbw;r:]e

2 1
At —2t :
= t1 t .
e e lcos + sin (_5 _2>]

Controllo: in ¢ = 0 vale I, e la derivata in 0 ¢ =27 + ( % 1) = A.

Proposizione — Forma spettrale nel caso generale

Sia A diagonalizzabile con p autovalori reali \; e v coppie ay, £ jwy, ripetuti secondo

,condet(A\ —A) =X N +4 \+5eA=—-2+j: a=—-2 w=1. Per

la molteplicita: pu + 2v = n.

e Con T7' = (v1 -++ v, Vig V1p *+* Vg V), TAT! & diagonale a blocchi:
blocchi 1 x 1,1 A;, e v blocchi reali 2 x 2.
e Con w,, w},, w}, le righe di T

o
et = g it viw;r
i=1

14
. T T : T T
+ E ek [cos wit (VkatWyg + Vkpwyy) + sin wit (Vkewyy — v’“bw’m)] '
k=1

L’esponenziale di TAT~ si calcola blocco per blocco (Sezione 1). In T T' ogni
blocco moltiplica solo le proprie colonne di T~ e le proprie righe di T": si sommano
i termini dei due teoremi di forma spettrale. O
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5 Evoluzione libera e traiettorie

Proposizione — Evoluzione libera con autovalori reali

Se A ¢ diagonalizzabile con autovalori reali, lo stato iniziale si scrive nella base degli

n
_ T
Ty = CiVj, C; = W; Xo,
i=1

autovettori,

xr(t) = Ay, = ch v;

Lungo ogni v; la componente evolve con la legge temporale e, pesata dalla

coordinata iniziale c;.

T T .
Per la base duale w, To = )., w; v = ¢, e Ry = v; (w;'v;) vale v; per j =i e 0

altrimenti. Nella forma spettrale
Algy = Z MR, Z Cjv; = Z c; et ;.
i j i
O

E il moto lungo gli autovettori del Capitolo 2, per n qualsiasi: ¢; = zio ¢ la componente
i di zg = Txq e si calcola con un prodotto scalare. Se xy sta sulla retta di v;, solo ¢; &
diverso da zero e il moto resta su quella retta.

La Figura 1 applica la proposizione con gli autovettori dell’esempio del massa-molla-
smorzatore. Con A\; = —2 e Ay = —1 entrambe le componenti vanno a zero, quella lungo
vy pit in fretta: la traiettoria arriva all’origine lungo v3. Con Ay = —1 e Ay = 1 la
componente lungo v, cresce: la traiettoria si allontana dall’origine e si avvicina alla retta
di vs.
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= _2, = -1
(a) )\1 7 )\2

\

\
C1v19
N

x1

U1
Converge all'origine Si allontana dall’origine

Figura 1: Una componente crescente cambia il destino della traiettoria. (a)
Entrambe decadono: il moto arriva all’origine lungo vy. (b) La componente lungo v
cresce e il moto si allontana. La curva continua verde ¢ x.(f); i segmenti puntinati
costruiscono le componenti di z.

Proposizione — Evoluzione libera con una coppia complessa

Sia A € R?*2 con autovalori o £ jw, 14, Uy, W,, Wy come nella Sezione 4 e

T T
Cqa = W, To, Cp = Wy, Tp-

Allora

z1,(t) = me® [sin(wt + ¢) v + cos(wt + @) vy

dove m e ¢ sono modulo e fase del numero complesso ¢ + j ¢, = m e/¢:

: c c
m=/c2+ c2, sinp = -2, cosp=—(m>0).
m m

Se m = 0 il moto é nullo e ¢ é arbitraria. Il moto avviene nel piano di v, e vy; per
a = 0 é periodico:

xr (t + 2{) = z(t).
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1. Con xg = c,v, + vy, nella forma spettrale con la coppia restano, per la base

duale, solo w] (c,v,) = ¢4 € Wi (cpvp) =
zp(t) = e [(ca coswt + ¢y sinwt) v, + (¢, coswt — ¢, sin wt) vb} )

2. Con ¢, = msinyp e ¢, = mcosp, per le formule di addizione ¢, coswt +
cpsinwt = msin(wt + @) e ¢, coswt — ¢, sinwt = m cos(wt + ).

g

Lungo v, e lungo v, ci sono due moti armonici di pulsazione w, con l'inviluppo e®: la
traiettoria ¢ la loro combinazione (Figura 2).

2 v 2 v

(a) <0 (b)a=0 (c)a>0

Figura 2: Evoluzione libera con autovalori o &= jw: spirale convergente per a < 0, curva
chiusa (un’ellisse) per o = 0, spirale divergente per @ > 0. Il punto nero & xg; il moto

resta nel piano di v, e v,.

Il segno della parte reale degli autovalori decide se lo stato va all’origine o se ne allontana;
la parte immaginaria, se oscilla. La tabella vale quando zy ha coordinate non nulle lungo
tutti gli autovettori: un modo con coefficiente nullo non compare, e con A = diag(—1,1)
e rg = e; il moto va all’origine.

Autovalori Componenti Traiettoria

reali, negativi vanno a zero all’origine, lungo l'autovettore del-
I’autovalore piu vicino a zero

reali, di segno opposto una va a zero, ’altra cre- si allontana dall’origine, verso la ret-
sce ta dell’autovettore di A > 0

complessi, a < 0 oscillano smorzate spirale convergente

complessi, a =0 oscillano con ampiezza co- curva chiusa, un’ellisse, percorsa con
stante periodo 27 /w

complessi, a > 0 oscillano crescenti spirale divergente
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5.1 1l caso generale: modi naturali

Proposizione — Modi naturali

Sia A diagonalizzabile, con autovalori e autovettori come nella forma spettrale nel
caso generale, e

T T T
C; = Ww; Xy, Cka = Wr,Lo, Cry = WypXo-

L’evoluzione libera ¢ la somma di ¢ + v modi naturali:

o
zr(t) = Z ¢; et
i=1

+ Z my, e+t [sin(wkt + k) Vka + cos(wit + i) vkb]
k=1

e il modo aperiodico c;eMtv; di ogni autovalore reale, lungo la retta di v;;

e il modo pseudoperiodico di ogni coppia, nel piano di v, € v, con my € Qi
modulo e fase di cgp + J Cra-

Un modo con coefficiente nullo, ¢; = 0 o m; = 0, é assente.

Si scrive xg = Y, c;vi + Y (ChaUka + Crprp) € si applica la forma spettrale nel caso
generale. Per la base duale ogni termine agisce solo sulle coordinate del proprio

Ait

autovalore o della propria coppia: un autovalore reale da c;e*'v;, come nel caso

reale; una coppia da il moto nel piano, come per n = 2. [

La traiettoria ¢ la somma dei modi presenti: ognuno evolve per conto suo, lungo la propria
retta o nel proprio piano. Un modo, aperiodico o pseudoperiodico, va a zero se la parte
reale del suo autovalore é negativa e diverge se € positiva: per prevedere la traiettoria
bastano i segni degli autovalori dei modi presenti, senza calcoli.

Esempio — Un moto nello spazio

Sia n = 3, con v, e v, nel piano x1z5, v; lungo lasse x3 e A; > 0 (Figura 3).

e Con a < 0 la componente nel piano segue una spirale convergente e quella
lungo x3 cresce: la traiettoria gira attorno all’asse x3 sempre piu stretta e se
ne va lungo di esso, come una molla tirata.

e Con a = 0 la proiezione sul piano ¢ una curva chiusa: la traiettoria si avvolge
su un cilindro e si allontana lungo x3.
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Figura 3: Somma di un modo aperiodico divergente lungo x3 e di un modo pseudoperiodico
nel piano z7x5. (a) La spirale si stringe mentre il moto sale. (b) Il moto resta su un
cilindro. La curva tratteggiata € la proiezione della traiettoria sul piano zx,.

Osservazione — Parte reale nulla e molteplicita

e Con molteplicita algebrica e geometrica uguali, un modo con parte reale nulla
resta limitato: costante, c;v;, per A = 0; oscillazione di ampiezza costante per
Tiw.

A

e Se le molteplicita differiscono, accanto a e* compaiono t e** (Sezione 3) e, con

oo 2 o o0
catene piu lunghe, % e, ...; per una coppia, t moltiplica seno e coseno. Con
parte reale negativa 1’esponenziale prevale e il modo va a zero; con parte reale
nulla il fattore polinomiale cresce; con parte reale positiva il modo diverge

comunque.

e La crescita polinomiale compare solo se xy ha coordinata non nulla lungo 1’au-
tovettore generalizzato: con A = 0 e xy sull’autovettore della catena lo stato
resta fermo.

\.

Gli Esercizi 3 e 4 cercano gli stati iniziali da cui 'evoluzione libera va a zero.

Riepilogo

e Metodo: et = T 1eA T, con A = TAT~! a blocchi.
e Autovettori sinistri, A diagonalizzabile reale: le righe di 7', base duale dei v;.
e Forma spettrale, A diagonalizzabile reale: et =" et v;w].

e Molteplicita: A diagonalizzabile se algebrica = geometrica per ogni autovalore.

e Blocco di Jordan: e/t =M ([} 1).
t

e Coppia complessa: exp( %, &)t = e™( copwt, sinwty

A

e Modi naturali: ¢;e*'v; e me™[sin(wt + ¢)v, + cos(wt + @)vy).

e Traiettorie: i modi presenti vanno a zero se Re A < 0, divergono se > 0.
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6 Esercizi

Esercizio 1 — Righe di 7" e autovettori sinistri

Sia A diagonalizzabile con autovalori reali e T' = (v; -+ v,), con Av; = \v;.
T

i

Mostrare che le righe w; di T’ soddisfano w] A = \;w] e w

i

v; =1se1=7,0se

Soluzione a pagina 17 —

Esercizio 2 — Matrice di transizione del massa-molla-smorzatore

Per il massa-molla-smorzatore con M =1, b =3, K = 2,

A:<0 1>’
_92 _3

calcolare autovalori, autovettori destri e sinistri e la matrice di transizione e?*. Cal-
colare poi I'evoluzione libera dello stato da zo = (';>) (posizione 1,5, velocita 2) e

descrivere la traiettoria.

Soluzione a pagina 17 —

Esercizio 3 — Esonero del 13/11/2023 (variante B), Canale 2, Prof.ssa

Claudia Califano, esercizio 1, adattato

Si consideri il sistema descritto da

2 1 1
it)=|-12 1 |a@®)+|1]|u@), y@Z(OOJ)au
0 0 -1

Determinare l'insieme degli stati iniziali per i quali I’evoluzione libera nello stato
converge a zero asintoticamente.

Soluzione a pagina 18 —
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Esercizio 4 — Appello del 08/01 /2025, Canale 2, Prof.ssa Claudia Califano,

esercizio 1, adattato

Si consideri il sistema

-3 -1 1 1
it)=]0 1 5 |a@+|5]u) y(t)z(l 0 1)95(75).
0O -1 -1 2

(c) Determinare l'insieme degli stati iniziali per i quali I'evoluzione libera nello
stato converge a zero asintoticamente.

(d) Calcolare la risposta impulsiva nello stato e quella in uscita.

Soluzione a pagina 19 —

Canale 2 - Prof.ssa Claudia Califano
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7 Soluzioni

Soluzione dell’Esercizio 1 — Righe di 7" e autovettori sinistri

Base duale. L’elemento (4, ) di 777! ¢ la riga ¢ di T per la colonna j di T, cio¢
w]v;. Poiché TT~ =1, vale 1 per i = j e 0 altrimenti.

Autovettori sinistri. Con i v; per colonne, TAT™' = A = diag(\1,...,\n)
(Capitolo 2). Moltiplicando a destra per T

TA=AT.

Larigai di TA ¢ w] A; lariga i di AT ¢ lariga i di T moltiplicata per \;, cioé \; w; .
Quindi w] A = \;w], e w; # 0 perché T' ¢ invertibile.

< Torna all’Esercizio 1, pagina 15

Soluzione dell’Esercizio 2 — Matrice di transizione del massa-molla-

smorzatore

Autovalori. A ¢ in forma compagna: det(A\ — A) = 2 +3X+2= (A +2)(A+ 1),
quindi Ay = —2 e Ay = —1, reali e distinti.

Autovettori destri, con componenti a, b.

o\ =-2 (A+2)v= (24 YY) )v=0da2a+b=0, quindi v; = (L).
e \o=—1 (A+NHv=(2 H)w=0daa+b=0, quindi vy = (}).

Autovettori sinistri, righe di 7"

i B . detT'=-142=1, T= -1y
-2 -1 2 1

w] = (_1 _1) e wy = (2 1). Controllo: w{A = (2 2) = 2w], w3 A =

(—2 —1) —h

Matrice di transizione. Con i residui

-1 -1 2 1
R1=U1w-1r=<2 2>7 R2=U2w;=<_2 _1>7
-1 -1 2 1
At -2t —t
e =e (2 2>+€ (_2 _1>.

Controlli: Ry + Ry =1 e —2R; — Ry, = A. Con l'ordine opposto degli autovalori,
Tl =(1 L)eT=(21): glistessiresidui, in ordine scambiato.

Canale 2 - Prof.ssa Claudia Califano 17
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Evoluzione libera. ¢, =wjzy=—-15-2= -l ecy=wlzg=3+2=

7 1 1 Se~t — Te=2
rp(t) = 5 e (_2> +5e! (_1> = (76_2t _25€_t :

Controllo: z,(0) = ('5).

Traiettoria. Le proiezioni di z, sono c;v; = (_77/ ?) e covs = ( %). Le due compo-
nenti vanno a zero; quella lungo v1, come e, prima di quella lungo vs: la traiettoria

va all’origine senza oscillare e vi arriva lungo la retta di vs.

< Torna all’Esercizio 2, pagina 15

Soluzione dell’Esercizio 3 — Esonero del 13/11/2023 (variante B), Canale

2, Prof.ssa Claudia Califano, esercizio 1, adattato

Autovalori. A ¢ triangolare superiore a blocchi: il blocco ( 2 1) hala forma (%, &),

con autovalori 2 + j (v = 2, w = 1); 'ultimo elemento da A3 = —1.

Autovettori.

e A =2+j:in (A— A)v = 0 la terza riga da (=3 — j)c = 0, cio¢ ¢ = 0, la
prima —ja+b=0. Cona=1,v= (%) Vg = (é), vp = (g).
e \y=—1: (A+Hv=0da3a+b+c=0e —a+3b+c = 0; sottraendo, b = 2a,
1

e pol c = —da: vy = ( 25).

Coordinate di z5. Con T = (v, vy v3):

10 1 10 2
T'=101 2|, T=|[01 2
00 =5 00 —

—(F). ~ — [ — 2r —_r
Perxo—(g).ca—p+5,cb—q+5,03— £

Evoluzione libera. Per la proposizione sui modi naturali:

r1(t) = cse " vs + me* [sin(t + ) v, + cos(t + ¢) vy, m=\/c2+ci.

Le coordinate di z(t) lungo v, e v, sono m e* sin(t+p) e m e cos(t+): la somma
dei loro quadrati ¢ m2e*, che cresce se m # 0. Serve quindi m = 0, cioé ¢, = ¢, = 0;
allora resta cse tvs — 0.

Insieme cercato. ¢, = ¢, = 0 significa xq = c3v3: la retta di vs,
1

xo =k 2 , k € R.
-5
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Da ogni altro stato iniziale la componente nel piano di v, e vy, il piano x;xs, segue
una spirale divergente, perché o = 2 > 0.

< Torna all’Esercizio 3, pagina 15

Soluzione dell’Esercizio 4 — Appello del 08/01/2025, Canale 2, Prof.ssa

Claudia Califano, esercizio 1, adattato

Autovalori. La prima colonna ¢ (_83): A ¢ triangolare a blocchi, con \; = =3 e
gli autovalori del blocco (1 %), radici di (A —1)(A+ 1) +5 = A2 +4: +24, cio¢
a=0w=2

Autovettori.

e \ = —3: Ae; = —3eq, quindi vy = (é).

e A\ = 2j: le ultime due righe di (A — 2jI)v = 0 danno b = —(1 + 2j)¢, la
prima (—3 —2j)a—b+c = 0. L’autovettore ¢ definito a meno di una costante
complessa: conc=3+2jsihab=1—-8jea=2+ 27,

2+ 2j 2 2
v=|1-851|, vo= 111, v = | —8
3+27 3 2
Controllo: Av, = (Eéi) = —2u, e Ay, = (%) = 2v,, come av, — Wup €

WVg + avp.

(c) Con xy = 101 + €U + vy € v = 0

zp(t) = cr e v + mfsin(2t + @) v, + cos(2t + ) vy), m=/c2+ci.

La parte nel piano di v, e v oscilla con ampiezza costante m: x; — 0 solo se m = 0,
cioé ¢, = ¢, = 0 e g = cyv1. L'insieme cercato ¢ la retta di vy,

da ogni altro stato iniziale la traiettoria tende a una curva chiusa nel piano di v, e
Vp-
(d) H(t) = e*'B & I'evoluzione libera da 2y = B. Le coordinate di B si trovano

da B = ci1v1 + c,v, + cpup: la seconda e la terza componente danno ¢, — 8¢, = 5 e
3¢y + 2¢, = 2, quindi ¢, = —%, co, =1, e la prima ¢; + 2¢, + 2¢, =1 da ¢y = 0. Con
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la formula del punto (c), prima delle formule di addizione:

1 -3

H(t) = (cos2t — 5sin2t) v + (—5 cos 2t —sin2t) v, = cos2t | 5 | +sin2t | L
2 _TI

2

Manca la legge ¢3!, perché B non ha componente lungo v;. Controllo: H(0) = B e
H(0) = (153) — AB.

In uscita, con D = 0:
13 |
W(t)=CH(t) =3cos2t — ~ sin 2t.

< Torna all’Esercizio 4, pagina 16
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