Formulario di Sistemi Dinamici

Canale 2 - Prof.ssa Claudia Califano

Rappresentazioni lineari stazionarie (ty = 0)

Tempo continuo Tempo discreto
Forma implicita z(t) = Ax(t) + Bul(t) x(k+1) = Axz(k) + Bu(k)
y(t) = Cz(t) + Dul(t) y(k) = Cx(k) + Du(k)
I(O) = X9 I(O) = X0
Forma esplicita x(t) = ®(t) zo z(k) = (k) zo
t k—1
+ ; H(t—7)u(r)dr +§H(k—7)u(7’)

y(k) = W(k)zo

+ [ WEt—7)u(r)dr k
0 + Z W(k —7)u(r)
7=0

e H O(t) = et (k) = AF

H(t)=eB H(k)=A1B (k>1)
Ve W U(t) = Cett U(k)=C Ak

W(t) = CeAtB + D§(t) W(0) =D

W(k)=CA*'B (k>1)

Dalla esplicita A= ®(0), B=H(0), C=(0) =®(1), B=H(1)

D: coefficiente di 6 in W

Evoluzione e risposte (continuo e discreto)

Libera, forzata T=x+xp, Y=y +yr
libera (u = 0): x; = P, y = Vo forzata: xg =0

Proprieta di ®, H D0)=1, Pt—ty)=2t—t1)P(t1—ty), HE—7)=0(t—t;)H({t1—7)
Impulso sull’ingresso i u=e;0, ©o=0: xy=He;, yr=We; (colonna i)

Nuove coordinate z=Tux, detT #0: A=TAT-', B=TB, C=CT™ ', D=D
d=TdT !, H=TH, V=0T W=W

Ingressi canonici e regime (tempo continuo)

th—1
Ingressi canonici o_k(t) = (=] d_1(t)
gradino §_1, rampa d_o, parabola d_g3
b
Gradino, n =1 t=ar+bu,a<0,u=20d_1: zs(t) = —E(l - eat)
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Regime libera estinta: gradino — gradino rampa — rampa + gradino
sinusoide — sinusoide, stessa pulsazione

Strumenti di calcolo

— AFtk d
Esponenziale et = o &eAt = AeAt = A4
k=0
Matrici a blocchi diag(Ay, ..., A )* = diag(A¥, ... AF)
ediag(Al,...,Ar)t —_ diag‘(eAlt, o 6A,df)
] ) d t t 8f
Derivata d’integrale — | flt,7)dr = f(t,¢) + (t,7)dr
dt J,, b O
b
Impulso di Dirac / f(r)o(r —t1)dr = f(t1) sety € [a,b]
a

Dall’equazione al modello

Equazione di ordine n v g,y 4t g4 ay =u, = (y, Uy oens y("_l))/
0 1 0 0

A= , B= : ,C:(1 0 --- 0)
0 0o - 1 0
—ag —aq “e —Qp—1 1

det(A — A) = A" +a, 1 A" L4+ +aiA+ag (silegge dall’ultima riga)

Carrello Mij+by+Ky=u X+ 2x+ £
b? > 4MK: reali distinti % = 4MK: coincidenti b? < 4MK: complessi

Equilibrio, & = f(z,u)  f(ze,ue)=0; 2=z —x,, v=u—1u.: 2=Az+ Bv

of of
A=— B ==L
8x xe,ue7 8'le Te,Ue
Radici, grado 2 A2 + a1\ + ag, a1, ap # 0 reali: radici con Re > 0 = variazioni di segno

Autovalori, autovettori e coordinate dei modi

Autovettori det(AT—A) =0, (A—A)u=0 (destro), v'(A—A)=0" (sinistro)
U= (uy - uy), righedi Ut v},..., 0/

n?

viu; =1, viu; =0 (i # j)

Diagonalizzabile Wi = fi; per ogni \;, fi; =n —rank(M\;I — A); n autovalori distinti: si
U—TAU = diag(\1, ..., An)

Coppia complessa A=a+jw (w>0),u=u, +juy: U= (uq up), righedi U~": v/, v
A(ug up) = (uq up) @ , A=U"'AU = @ v
—w —w
Blocchi a vista autovalori di ( @ w): a*jw; triangolare a blocchi: quelli dei blocchi
—w

1 1
Non diagonalizzabile (A= X)ug =up (catena), J= (A ), et = et ( t)
0 A 0 1
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Stato iniziale

Forma spettrale e modi naturali (A diagonalizzabile)

v

I
To =) Ciui+ ) (Ckatika + CrbUrp ),

i=1 k=1

o/ — oy A
Ci = V; X0, Cka = Vgg Lo, Ckb = Uy Lo
. o jCPk- _ 2 2 . _ Cka _
Ckb ) Cka = M %% my = y/cp, + Cipy SINYE = m—7 COos pf, =
k

Tempo continuo

w+2v=n

Ckb
mg

Tempo discreto

Autovalori reali

Ogni coppia, si somma

Blocco della coppia

Libera z;

Tipi di modo

Andamento

Parametri dei modi

Costante di tempo
wn e &
Dal polinomio

Valori di €

n
et = E eMit ;v
i—1

e[ coswt (ugvl, + upv})
+sinwt (uqv) — upvy)]

eXp(( S a )t)

coswt

sin wt
—sinwt coswt
n
E C; erit U;
i=1

v
+ Z my, e+t [sin(wkt + V) Uka
k=1

— eat

+ cos(wit + k) ukb]

aperiodico: A reale
pseudoperiodico: coppia

Re A < 0: converge a 0

Re A > 0: diverge

Re A = 0: limitato

coppia con o = 0: periodo 27 /w

“w

k _ k /

A —E A7 U v;
i=1

ok [ cos kb (uqv, + upvy)
+sin k6 (uqv), — upv),)]

at+jw=c6é? o=+a%+w?
a w\\k
(Soa)
_ ot coskf  sink6
—sinkf coskf
"
i=1

1%
+ Z mp oy [sin(k@h + ©n) Uha
h=1

+ cos(kb + ©n) uns|

aperiodico: A > 0
alternante: A < 0
pseudoperiodico: coppia
A =0: nullo per k£ > 1

|A| <1 (0 <1): converge a 0
|A] > 1: diverge
|A| = 1: limitato; A = —1: alterna

1
T:_X (A<0): eM=et valel/eint=r

wn:~/a2+w2, —

n

N+ 2w A+ wis A2+ a1 d 4 ag, ag > 00wy, = \/ao, 522

|€] < 1: complesse (smorzato se & > 0, amplificato se £ < 0)

|€] > 1: reali
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¢ =1: —w, doppia

E=— pal <l a=—fw, w=w,/1-&
w.

ai
\V @o
E=0: fjw,

¢ = —1: w, doppia
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Eccitabilita e osservabilita (tempo continuo, autovalori semplici)

Eccitabile

Osservabile

Modi nelle matrici

Discretizzazione (ingresso costante a tratti, passo 7T')

v, B #0 coppia: v, B # 0" oppure v, B # 0’
Cu; #0 coppia: Cu, # 0 oppure Cup # 0
H(t) =Y ertu; (viB) + ..., W(t) = eM (Cuy)vi+...

W(t) = 12: et (Cu;)(ViB) + Do(t) + ...

Tempo continuo

solo modi eccitabili e osservabili

Discretizzato

Segnali

Sistema

Matrici

A invertibile
Eulero, T piccolo

Autovalori

u(t) =up(k), kT <t<(k+1)T

t=Ax+ Bu
y=Cx+Du
A, B, C, D
A reale
A=atjw

ReA<0,=0,>0
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ap(k) = x(kT), yp(k)=y(kT)
.’JSD(]C—l-l) :AD.’ED(]C)-i-BDuD(k)
yD(k?) = CD Z‘D(k) + DD UD(k‘)

T
Ap =T, Bp :/ et d¢ B

0
Cp=C, Dp=D

Bp = Ail(eAT — I)B

Ap~I+ AT, Bp~TB
Ap = e T > 0: aperiodico
al p+jwT .

e modulo e*T', angolo wT

wT = m: —e*T doppio (alternanti)
wT = 2m: T doppio (aperiodici)

IApl<1,=1,>1
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